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FORMA TRIGONOMETRICA DE UN COMPLEJO

Sea z=a+bieC”

ImA
Afijo de z
a = |z| cos(0)
b = |z| sen(06)
>
Re

= z = |z|(cos(B) + sen(B) i)

Forma polar o trigonométrica de z
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Teorema de Euler vx € R, eX! = cos(x) + sen(x) i

En particular

i

e™ = cos(m) +sen(m)i = -1, e™ =-1
s Tt Tt : L
e 2 =cos(§)+sen(§)i =1, e2 =i

e?™ = cos(2m) + sen(2m)i=1, e*™ =1
FORMA EXPONENCIAL DE UN COMPLEJO

Si x=0rad, e% =cos(8) + sen(0)i = z=|z|e"
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FORMA TRIGONOMETRICA Y EXPONENCIAL DE UN COMPLEJO

Ejemplo
Sea z =1 —+/3i

Im A OTr

s 5T[+ 510
z = 2| cos 3 sen 3 i

Forma trigonomeétrica de z

g |
Z=2¢e 3

Forma exponencial de z
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FORMULA DE MOIVRE
Sean x € Ryn € Z, (cos(x)+ sen(x)i)" = cos(nx) + sen(nx) i

Ejemplo

Calcule F = (1+\/§i)30 = [2 (Cos(g)+sen(g)i)]30
al s (3 (5]

|z| = 2
30T 30T\
TC = 2301cos[ — | + sen| — |i
0 = § 3 3
>

= 23%cos(10m ) + sen(10m ) i] = 230

1 Re
5

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios




POLINOMIO COMPLEJO

Un polinomio p(x) € C[x], es conocido como “polinomio complejo”.

Ejemplo

Determine el polinomio monico de menor grado que tenga
comoraicesa: i, 1+1iy m.

e p(X)=x—-i)(x—1—-1i)(x—mn) enC[x].
e p(X) = x>+ 1)(x*>—2x+ 2)(x—n) en R[x]
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Ejercicio
Halle el (o los) valores de w tal que w5 = 1 + +/3i.

e w=J1+V3i « w®+0w*+0w3+0w2+0w—(1++3i)=0

w la raiz quinta de 1 + /3i Existen 5 valores de w
Seaw = |w|cis(0), 6 = Arg(w)

Si wb=1++3i, |w5 = |1+\/§i|, wls=2 = |w|=132
Ademas  Arg(w®) = Arg(1 + V3i)

TC
5Arg(w) — 2nk = = g + 21k
3 = Arg(w) = -

e [0; 2m)
para algunk € Z

T
§+2T[k
5

Por lo tanto, w = Wcis( ) k=20,12234
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RAIZ N-ESIMA DE UN NUMERO COMPLEJO

Seaz#0,n=>2MmEeEN) %=Wcis(Arg(Z)+2ﬂk>

n

. k=20,1,2,..,n—1

Ejemplo

~(m+ 21k : T
v—1=./|—1]cis > = cis (2k+1)§ k=0,1
k=0 __(n) T i) B Zo+2, =0
y Zg = CIS 5 —cos(§)+sen(§)1—1
ze =z = —1

(3T 31T A 3T\ _
k=1, 2z =cis > = COS > sen S/

Por lo tanto, zg Y Zz; son raices cuadradas de —1
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Observacion
Si z € C*, geométricamente z define un vector en posiciéon normal y
ademas zcis(0) (0 <6 < 2m) se genera de z mediante la rotacion

de 6 rad en sentido antihorario respecto del origen de coordenadas.
Im A

7 cis(0)

-
Re

Ejemplo
Si z = V/5 + i, geométricamente para rotar z en sentido antihorario 90°

. - s :
es necesario multiplicar a z por cis ( ?) =1
9
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Ejemplo

0+ 2wk 21k Zo+2z,+2z2, =0
V1 = \/_c1s< 3 >_CIS(3> k=0,1,2 0T

k=0, zy=cis(0) =cos(0) +sen(0)i =1

o 2my 21‘[+ 21 _1+\/§_
k=1, 24 =cis 3 = COS 3 sen Bl b — > 21

= 2 o 41t 41t —1—\/—§i
y Zp = CIS 3 —cos? + sen 3 1 2

Por lo tanto, z,,z; Y z, son raices cubicas de 1
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En el ejemplo anterior cis(a + B) = cis(a) cis(B)

; 2 [0+ 21k 21tk
V1 = \/mCIS< 3 ) = cis (O + i) cis(an) = [cis(a)]"

3
21k 2m\ ¢ Im A
= cis(0) cis| — ] = cis(0) |cis| — Z4
3 3
|
Si z, = cis(0) =1 (raiz principal de z) : "‘%E\
| S0
[ 2™ i \ \\,.Z(),
7, = ZoCis| — -
1 0 3 : /2_1‘5// Re
| ,8
| K
|

(%)
Zo = Zo |CIS| —
2 0 3 Zy
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RAIZ N-ESIMA PRINCIPAL

Arg(z) + 21k
Seaz#0,n=>2(MmeN) Vz = |zc1s< g()n )

k=0,1,2,..,n—1

De entre todas las raices n-ésimas de z, consideremos

n (Arg(2)>
Zo = 4/ |Z|cis

n

( raiz n-ésima principal de z)
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RAIZ N-ESIMA DE UN NUMERO COMPLEJO

k
= Y|zl cis (Ar (Z)> cis (ﬂj = 7, [Cis (%T)] P07 el

n

Sizy, 21,Z5, ..., Zn_1 SON las raices n — ésimas de z, entonces

2
Zk=ZOW donde w_c1s< Tt)

n
o ) . Lo, 2w
Geométricamente al multiplicar w por z, se genera un giro de amplitud —,
n
las raices zq,7,, ...,Z,_1 S€ obtienen girando la raiz n-ésima principal z,
2Tt

con giros sucesivos de amplitud —
n
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RAIZ N-ESIMA DE UN NUMERO COMPLEJO

Sin = 3, al representar todas las raices n- ésimas del complejo no nulo z

se tiene n puntos sobre una circunferencia de centro (0; 0) y radio 1/ |z

que forman un poligono regular de n lados.

Im A

14
UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios




Ejemplo

Sea la ecuacion z1°

cuadrante ?

= 1 ¢ cuantas raices pertenecen al segundo

T
7+2T[k

i = 1i/l_iciS( 15 > k=0,12.3,..,14

o om (4k+ Dm 15<4k+1<30
Condicion: = < < T
et 35..<k<7325..
k=4:5:6;7

El numero de raices que pertenecen al segundo cuadrante es 4
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GRAFICA DE CONJUNTOS
Ejemplo

Determine graficamente los siguientes conjuntos
(i) A={zeC / Re(z) =2}

2= (%) |

Re(z) = x Im(z) =y

A={(xy) €ER® /x=2]} [ v

La grafica es una recta vertical

que interseca al eje real en x = 2

16
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GRAFICA DE CONJUNTOS
Ejemplo

Determine graficamente los siguientes conjuntos

(ii) B={z e C/Im(z) = -3}

z= (%) [m 4
Re(z) = x Im(z) =y

>
B={(xy) €eR* /y=-3} Re

La grafica es una recta horizontal que

interseca al eje imaginarioeny = —3
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GRAFICA DE CONJUNTOS
Ejemplo

Determine graficamente los siguientes conjuntos

(iii) C={z €C / |z| = 3}

Im A
z=(X%Yy)

C={(xy) ER? / {x?+y? =3}

x2 + y2 = 32 -

La grafica es una circunferencia
centrada en (0; 0) y de radio 3
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GRAFICA DE CONJUNTOS
Ejemplo

Determine graficamente los siguientes conjuntos

(iv) D={zeC /|z+1—-i| =2}

ImA
z=x+yi, z+1—-i=(x+1)+(y—1)i

D={(xy) ER* / J(x+ 12+ (y—1)2=2}

(x+ 1)%*+(y—1)% = 2°

La grafica es una circunferencia
centrada en (—1; 1) y de radio 2
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GRAFICA DE CONJUNTOS

Observacion
Seaz €C*, z = |z| CIS(0)

|z| = ¢ (constante)

0<06<2m
Im A
C
—
C Re

( circunferencia )

0 = Arg(z) = ¢ (constante)
0<|z| <Tr

Im A

( segmento dirigido )
20
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GRAFICA DE CONJUNTOS

Sean a, b, ¢ € R diferentes de cero

A={zeC/aRe(z)+blm(z) =c} B={zeC/|z—zy| =1}

Im A Im A

S

Zo €S el centro

21
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GRAFICA DE REGIONES
Ejemplo
Determine graficamente los siguientes conjuntos
(i) S={zeC / |Re(2)|* < [Im(2)[*}
z=(Xy) Re(z)=x, Im(z)=y
S={(xy) €R? / |x|* <|yl*}

x| = |yl> Vv |x|* < |y|?
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GRAFICA DE REGIONES

Ejemplo

Determine graficamente los siguientes conjuntos

I
(i) S={zeC / 1< |z| £ 3} )
3
z=(Xy) Re(z)=x, Im(z)=y
S={(xy) ER* / 1 <x?+y? <3} >
3 Re
14 < x% +y? < 3%
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GRAFICA DE REGIONES

Ejemplo

Determine graficamente los siguientes conjuntos

Im

Arg(z) = %Tﬂ £ Arg(z) = -
TC 3T ]
(iii) SZ{Z eC /Z<Arg(z) ST} :\ >
Re

24
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Obs

ervacion

Im A

GRAFICA DE REGIONES

o“
*
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GRAFICA DE CONJUNTOS

Determine la graficade A ={—zeC / 0 < Arg(z) <g }

Im A
Im A =

* *
* *
* +*
. *
* *
* * —
* *
* *
* +*
" *
* *
b 29l
< TC
o o0 {
- *
*
-
*

s00 A

Re

a
..

Representacion de los valores Representacion de los valores de

1 Tt
4 —ztalque 0<Arg(z) < 2

de z tal que 0 < Arg(z) <

26
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GRAFICA DE CONJUNTOS

Determine la grafica de

B={(1-2)eC/ liz+1—i|l <1}

Im A Im A
Representacion de
1 Representacion de : 1 los valores de —z
, losvaloresdez ke
1 Re o Re
Im 4 Im A
1 Re B Representaciéon de los
Representacion de valores de —z + 1
_1 _
los valores de Z =
v 1 Re
27
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GRAFICA DE CONJUNTOS
Ejercicio
Determine graficamente los siguientes conjuntos
Im A

A={zeC/ |z+3i|=|z—-2|} \- >
Im \

14z
B={Z€(C/Im<1 )21} 1
o/
‘ >

1 Re
28
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Ejercicio

Determine graficamente los siguientes conjuntos

(DA={zeC/2iz=|z+2i]} (i) B={iz+1,zeC/ |z—i+1|<1}

Ejercicio
i i Im A
Sea A c Cla region del plano complejo
que se muestra en la figura adjunta. 1 A
Grafique la region
>
TL.
Bz{zefl/zeA} ' | Be
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